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(un) définie par u0 =
1
2

et un+1 =
3un

1+ 2un
pour tout n ∈ℕ.

1)

1.a) u1 =
3u0

1+ 2u0

=
3
4

et u2 =
3u1

1+ 2u1

=
9

10

1.b) La proposition est vraie pour u0, u1 et u2.
Si elle vraie pour un, c'est à dire un > 0, alors 3un > 0, 2un > 0 et 1 + 2un > 0, donc

un+1 =
3un

1+ 2un
> 0 . La proposition est vraie pour un+1 et, par récurrence, elle est vraie pour tout

n∈ ℕ.

2) On admet un < 1 pour tout n ∈ℕ.

2.a) un+1 − un =
3un

1+ 2un
− un =

3un − un −2un
2

1+ 2un
=

2un 1− un( )
1+ 2un

.

On a 0 < un < 1. Donc 1 – un > 0 et un+1 – un > 0, d'où un+1 > un ⇒ (un) est croissante.

2.b) Comme 0 < un < 1 et (un) croissante pour tout n ∈ℕ, (un) tend vers une limite 0 <  ≤ 1.

On peut préciser  en remarquant que u2 =
9

10
. Alors,

9
10

<  ≤ 1.

3) (vn) définie par v n =
un

1− un
pour tout n ∈ ℕ.

3.a) Exprimons vn+1 =
un+1

1− un+1
en fonction de un.

vn+1 =

3un
1+ 2un

1−
3un

1+ 2un

=

3un
1+ 2un
1− un

1+ 2un

=
3un

1− un
. D'où l'on tire vn+1 = 3vn. CQFD.

3.b) On calcule facilement que v0 = 1. Alors vn = 3n .

3.c) vn =
un

1− un
= 3n , d'où l'on tire aisément un =

3n

3n +1
.

3.d) On voit immédiatement que 1
13
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