SUITES — BAC S METROPOLE 2013

Soit la suite (u,) définie sur N par uo = 2 et pour tout n > 0 par :

u

1)

2)

n+.

2 1
,==Uu,+-n+l

3 3

1.a)

n 0 1 2 3 4
Un 2 2,33 2,89 3,59 4,40

1.b) On conjecture d'apres le tableau précédent que (u,) est croissante.

2.a) On va démontrer par récurrence que pour tout entier naturel # :

up, <n+3.

On voit que cela est vrai pour uo et 1. Démontrons que si la proposition est vraie pour
un alors elle est vraie pour u,+1, c'est a dire que 'on doit avoir u,,, <(nN+1)+3

2 2
U, <n+3=—-u, <-n+2=
" 3" 3
gun+ln+1<gn+2+£n+1.
3 3 3 3

En remarquant que le premier membre de cette derniere inégalité est égal a u,+1, on a :

Uy <N+3<(n+1)+3.
2 1 1 1 1
2b)u,,—u, =—u +=-n+l-u =-n+l-—-u =-(N+3-u,).
3 3 3 3 3

2.c) Puisque u, <n + 3 pour tout n € N, on en déduit que :
U,,, — U, >0 pour tout n € N, et donc que (u,) est croissante, ce qui valide la conjecture
précédente.

3) On désigne par (v,) la suite définie sur N par v, = u, — n.

3.a) On calcule vy+1 :
2 1 2 2 2
Vo,=U,-MN+)=—-u +-n+l-n-1=—u ——n=—(u, —n).
n+l n+l ( ) 3 n 3 2 3 n 3 3( n )
N Ai 2 [P Vn+
Clestadire:Vv,, =3V d'ou — =3

n

Ceci démontre que (v;) est une suite géométrique de raison 3

n
Son premier terme est V, = U, —0 =2, et son terme général est v, = 2£§j .

3.b) On déduit de ce qui précéde que :

n
u,=v,+n=2 §j +n.

. (2) , . .
3.¢) En remarquant que lim (—] =0, on détermine que lim (u,) = lim n=+o0.
n 3 N—>-+o0 N—>-+o0

—>+0



4) Pour tout entier naturel » non nul on pose :

n
Snzzzuk=u0+ufh“+un

k=0
et
T =3
n

n n 2 k n
4a) S, = Z:(Vk +k) = ZZ(—) + Zk , c'est a dire la somme de la somme des termes de
k=0 k=0

k=0

. ) . 2 .
la suite géométrique de raison 3 et de premier terme 2 d'une part, et des termes de la
suite arithmétique de raison 1 et de premier terme 0 d'autre part. Ce qui donne :

2 n+l

3
" 2
3

1
+—=n(n+1).
,n(n+1)

4.b) L'expression précédente peut s'écrire :

2 n+1l 2
S, :6—6(—j +—+2.A10rs:

3 2
S, 6 6f(2)" 1 1 _ ..
T”:F:F_F(Ej +E+%.D0ulondedultque:



