ARITHMETIQUE : SUITE D’ENTIERS — BAC S AMERIQUE DU
NORD 2011

PARTIE A

Théoréme de Gauss : Soit a, b et ¢ trois nombres € Z*. Si a divise le produit b ¢
et si a et b sont premiers entre eux, alors a divise c.

Théoréme de Bézout : Deux entiers relatifs sont premiers entre eux si, et
seulement si, il existe deux entiers relatifsu et vtelsqueau+bv=1.

Si a divise le produit b c, il existe un nombre relatif k tel que ka=Dbc¢
Si a et b sont premiers entre eux, ils satisfont a 1'égalit¢ de Bézout : a
ut+tbv=1.

Multiplions les deux membres de cette ¢galité par ¢ :
acutbcv=c.Commebc=ka,ona:

acutkav=c

a(cutkv)=c

donc a divise c.

PARTIE B

Dua=2"+3"+6"— 1

n 1 2 3 4 5 6

Un 10 48 250 1392 8050 47448

2) Pour n > 0, on a les égalités suivantes modulo (2) :
2"=0;3=1dou3"=1;6"=0.
Doncun=2"+3"+6"-1=0+1+0—-1=0 donc ux est pair pour tout n >

0.

3) Posons n = 2k, k étant un entier naturel non nul.

Uy =20+ 30+ 6" — 1 = (22)k + (32)k + (62)k - 1.

On a les égalités suivantes modulo (4) :

(2H)k=0;3%=1d'ou (3% =1; (6**= 0 donc ux est divisible par 4 pour tout n
pair et non nul.

4) D'apres le tableau en 1) : u; = 10, divisible par 2 ; u, =48, divisible par 3 ; u3
=250, divisible par 5 ; et us = 8050, divisible par 7.
Donc 2, 3,5et7 €(E).

5) Remarquons que si p est un nombre premier > 3, il est premier avec 2, avec 3
et avec 6.




5.a) D'apres le petit théoréme de Fermat on a:

20" =1 [p] qui peut s'écrire 2 x 22 = 1 [p] et, en multipliant les deux membres
de la congruence par 3 :

6 x 272 =3 [p].

Similairement :

3p-1 =1 [p] qui peut s'écrire 3 x 3> =1 [p] et, en multipliant les deux membres
de la congruence par 2 :

6 x 372 =2pl.

5b)up2 =22 +32+ 62— ]
6up2=6x22+6x3"2+6x6°%-6
6up2=6x22+6x3"2+60"1-6

En remarquant que 6°~! = 1 [p] (petit théoréme de Fermat), on a
6x2P2+6x3P2+6P1-6=3+2+1-6=0[p], soit

6 up2=0[p]

5.¢) p est premier avec 6, donc p divise u,-» (théoréme de Gauss).
Donc p €(E).
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