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PARTIE A
— St u >0 sur [a, b] alors j u(x)dx>0. (1)

a

— Pour tous réels aet S j [au(x)+ ﬂv(x)]dx = a]L u(x)dx + ﬂj v(x)dx. (2)

Soient f'et g deux fonctions continues sur [a, b] aveca <b et f(x)<g(x) pour tout x
de [a, b].
Posons F(x) = g(x) — fix). Alors F(x) > 0 et, d'apres (1), on peut écrire :

T F(x)dx = T [g(x) —f (x)]dx >0. D'apres (2), on peut écrire :

a

| Fx)ax = T [¢() - 1 ()]dx = T ¢(e)dx - T F(X)dx 0

a

D'ou, j f(x)dx < j g(x)dx. CQFD.

a a

PARTIE B

Fonction f définie sur [0,+oo[ par: f(x)=x+ 1n(1 +e™ )
1) Sur[0,4c[,ona e >0=>1+e >1= 1n(1 +e‘x)> In(1)>0.

—e‘x_ 1

o S @)=l -
Par ailleurs l+e l+e™ qui est strictement positive sur [0,+oo].

Donc f'est positive et croissante sur [0,+oo].

2)
2.a) Quand x —+o0, alors e —0 et 1n(1+e‘x)—>ln1 —0. D'ou lirJIrl f(x)—x=0.
X—+ 00

Ce qui montre que la courbe C admet pour asymptote la droite D.

2.b) Comme e >0, alors f(x)—x = ln(l - e‘x)> 0. On en conclut que C est au dessus de D.

3) Soit /= j-ln(1+e )dx—j- [f(x)-x]dx

3.a) D'aprés la PARTIE A, on peut écrire [ = j S(x)dx - j xdx.

0
I représente la valeur de l'aire délimitée par C, D et les droites x =0 et x = 1.

3.b) Soit g définie sur [0,+oo[ par g(t)=In(1+¢)-z.

1
Onag(0)=0et g'(t)zm—1:—$<0 pour tout > 0.

La fonction g est donc nulle pour # = 0 et décroissante, donc négative, pour ¢ > 0
d'ou I'on déduit que :
g()=In(1+1¢)—t<0 pour >0, et In(1+¢)<¢ (3) pour £ > 0. CQFD.



t
On admet que pour tout réel >0, on a Y] <In(1+7¢) (4).
+

3.c) On remarque que x € [0,+oo[ implique 0 <e ™ <1. On peut donc remplacer ¢ par ¢ * dans
les inégalités (3) et (4), ce qui donne :

= < 1n(1+e‘x)S e’.

3.d) En rappelant que /= J. 1n(1 + e’x)dx, on peut écrire (d'apres la PARTIE A) :
0

l‘(eex:- de <I< !e_xdx

—X
—X

Cherchons une primitive P de — - Posons u=e™ +1. Alors u'=—e™" et
e+

—X

e uo x o
= = —; d'ou P(x): —ln(u) = —ln(e +1). On en tire :
j( ]dx P(1)-P(0)=-In(e" +1)+In2 =In 2
yle " +1 l+e

D'autre part, une primitive Q de e™ est O(x)=—e * d'ot l'on tire :

}’ e*dx=001)-0(0)=-e"+1=1-¢". Finalement,

0

2
] <J<l-¢' CQFD.
r‘(1+elj ¢ Q

2

l+e”
Un encadrement de / d'amplitude 0,4 serait : 0,3 </7<0,7.

3.e) La calculatrice nous donne au centieme pres : ln( lj =0,38¢et 1—e"' =0,63.

4) 0,5 mm correspond a 0,025 unité sur le graphe de I'énoncé.
On recherche l'ensemble des valeurs de x telles que f{x) — x < 0,025, c'est a dire :

In(1+e™)<0,025.
Résolvons I'équation ln(l +e™ ) =0,025.

, . In(l+e™™
On peut écrire e (re™) L 0025 _y 4 gr = 00025 oy por 0025 ]y —ln(eo025 1),

Finalement x = ln( M _1)=1 {le En notant que la fonction x - 1n(1 +e ") est
. . 1
décroissante sur [0,+o0], on en déduit que f{x) —x < 0,025 pour tout x > II{WIJ
e ’ f—

1
NB) 1"(le est égal a 3,676 au milliéme pres.
e —
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