DIVISION EUCLIDIENNE - NOMBRES PREMIERS - PGCD 0 cours

Division euclidienne - Nombres premiers - PGCD

DUREE ESTIMEE

25 minutes

OBJECTIFS DU CHAPITRE -

Calculer le PGCD par décomposition en facteurs premiers
Simplifier une fraction pour la rendre irréductible Vérifier si un nombre est premier
Résoudre un probleme de conjonction de phénomenes
Résoudre un probléme de partage

Décomposer un entier en produit de facteurs premiers
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1 - Division euclidienne

] DéFinition

Soient a et b, deux nombres entiers naturels (c'est a dire positifs) avec

b 0.

Effectuer la division euclidienne de a par b, c'est trouver deux entiers

naturels q et r tels que :
a=bxqg+r
et

r<b

q s'appelle le quotient et 7 le reste.
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Q Exemple

6 8 9 4| 2 3
—4 6 2 9 9

2 29 \

quotient

-2 0 7

2 2 4

-2 0 7

17

Ecriture en ligne :

6894 = 23 x 299 + 17

299 est le quotient et 17 le reste.
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O DéFinition

On dit que a est divisible par b si le reste de la division euclidienne de a par b

est nul.

Cela revient a dire qu'il existe un entier naturel g telque a = b X q.
Les expressions suivantes sont synonymes :

e a estdivisible par b
e a estun multiple de b
e bestun diviseur de a

« bdivise a (que I'on écrit parfois b|a)

Q Exemple

La division euclidienne de 630 par 15 donne un quotient de 42 et un reste

nul.
On a donc 630 = 15 x 42.
On peut dire que :

630 est divisible par 15

630 est un multiple de 15

15 est un diviseur de 630

15 divise 630
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(On peut aussi dire que 630 est divisible par 42, etc.)

Q) Critéres de divisibilité
e Un entier naturel est divisible par 2 si son chiffre des unités est 0, 2, 4, 6
ou 8.

e Un entier naturel est divisible par 3 sila somme de ses chiffres est
divisible par 3.

e Un entier naturel est divisible par 4 sile nombre formé par ses deux
derniers chiffres est divisible par 4.

e Un entier naturel est divisible par 5 si son chiffre des unités est O ou 5.

e Un entier naturel est divisible par 9 sila somme de ses chiffres est
divisible par 9.

e Un entier naturel est divisible par 10 si son chiffre des unités est O.

() Remarque

......

......

rapide est en général d'effectuer la division !

Q Exemple

e 1314 est divisible par 2 (chiffre des unités : 4)
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e 1314 est divisible par 3 (somme des chiffres : 9)

e 1314 n'est pas divisible par 4 (deux derniers chiffres : 14)
e 1314 n'est pas divisible par 5 (chiffre des unités : 4)

o 1314 est divisible par 9 (somme des chiffres : 9)

e 1314 n'est pas divisible par 10 (chiffre des unités : 4)

2 - Nombres premiers

J DéFfinition

On dit qu'un nombre entier naturel est premier s'il possede exactement
deux diviseurs : 1 et lui-méme.

Q Exemple

e 2;3;5sontdes nombres premiers ;

e 0O n'est pas un nombre premier car il est divisible par tous les entiers
supérieurs ou egal a 1.

e 1n'est pas un nombre premier car il n'admet qu' un seul diviseur (lui-
méme).

e Al'exception du nombre 2, tous les entiers pairs ne sont pas des
nombres premiers (car ils sont divisibles par 2). Cela signifie qu'a
I'exception du nombre 2, tous les nombres premiers sont impairs. Par
contre, la réciproque est fausse : tous les nombres impairs ne sont pas
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premiers ; par exemple 1 (voir ci-dessus) et 15 (divisible par1; 3 ; 5 et 15)
ne sont pas premiers.

() Remarque

Il est utile de connaitre par cceur la liste des nombres premiers inférieurs a
20 (ou plus ...) :

2:3:5:7:11;13;17 ;19

Q Théoréme
Décomposition en produit de facteurs premiers

Tout nombre entier supérieur ou €gal a 2 peut s'écrire sous la forme d'un
produit de nombres premiers. Cette décomposition est unique (a I'ordre des
facteurs prées).

() Remarque

Ce résultat tres important est également appelé « Théoréme fondamental de
I'arithmétique »

Q Exemple

e 10=2x5
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e 84=2x2x3x7=22%x3x7

e 23 = 23 (un seul facteur car 23 est premier !)

O Méthode

Pour décomposer un nombre N en produit de facteurs premiers, on peut
essayer de le diviser successivement par chaqgue nombre premier inférieur
ou égala v N . La méthode détaillée est décrite sur la fiche : Décomposer

un entier en produit de facteurs premiers.

3-PGCD

J DéFfinition

Le PGCD de deux entiers naturels non nuls a et b est le plus grand diviseur

commun a a et a b, c'est a dire le plus grand entier naturel qui divise a la fois

a et b.

QO Exemple

Soit a déterminer le PGCD de 600 et 315.

Les diviseurs de 600 sont :
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1;2;3;4; 5;6;8;10; 12; 15; 20; 24; 25; 30; 40; 50; 60; 75; 100; 120; 150; 200; 30
Les diviseurs de 315 sont :
1;3;5;7;9;15;21;35;45;63;105; 315

Le plus grand diviseur commun est donc 15 (le plus grand nombre figurant a

la fois dans les deux listes).
PGCD (600 ;315) = 15.

Il existe plusieurs méthodes permettant de trouver le PGCD de deux
nombres de facon plus rapide, sans avoir besoin de faire la liste de tous les
diviseurs.

En classe de Troisieme, il faut connaitre la méthode utilisant la
décomposition en facteurs premiers (voir ci-dessous).

Par ailleurs, de nombreuses calculatrices (de niveau college ou lycée)
posséde une touche permettant de calculer le PGCD de deux entiers
naturels.

Q Exemple
Calcul du PGCD a I'aide de décomposition en produit de facteurs premiers
e Exemple 1: Calcul du PGCD de 45 et de 150 :

Les décompositions en facteurs premiers de 45 et de 150 sont :
45 =3x3x5=3>x5

150 =2x3x5%x5=2x3 x5
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3 et b sont les facteurs premiers figurant dans les deux décompositions

donc le PGCD de 45 et de 150 est 3 x 5 = 15.
e Exemple 2 : Calcul du PGCD de 108 et de 144 :

Les décompositions en produit de facteurs premiers de 108 et de 144
sont:

108 =2x2x3%x3x3=22x33
144 =2x2%x2%x2x%x3x3=2%x 32

Le facteur 2 est présent (au moins) deux fois dans chacune des
décompositions ainsi que le facteur 3 ; donc le PGCD de 108 et de 144
est2 x 2 x 3 x3=36.

J DéFfinition

Une fraction est irréductible si son numérateur et son dénominateur n'ont
aucun diviseur commun mis a part 1, c'est a dire sile PGCD du numérateur

et du dénominateur est égal a 1.

Q Exemple

5
* 5 est une fraction irréductible car PGC'D (5 ;6) = 1.

121
99 n'est pas une fraction irréductible car PGC D (121 ;99) = 11.

La fraction se simplifie donc par 11 :
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121 11x11 11

99 9x11 9

4 - PPCM

& DéfFinition
Le PPCM (Plus Petit Commun Multiple) de deux entiers naturels non nuls a

et b est le plus petit entier naturel non nul qui est a la fois multiple de a et

multiple de b.

Q Exemple

Déterminons le PPCM de 8 et de 12.

o Multiples de 8: 8,16, 24, 32, 40,48, ...

e Multiples de 12:12,24, 36,48, ...

Le plus petit multiple commun est 24, donc PPCM (8 ;12) = 24.
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O calcul du PPCM par décomposition en facteurs premiers

Pour calculer le PPCM de deux nombres, on décompose chagque nombre en
produit de facteurs premiers, puis on multiplie tous les facteurs premiers
apparaissant dans l'une ou l'autre des décompositions, chacun affecté de
son plus grand exposant.

Q Exemple

Calcul du PPCM de 45 et de 150.

On décompose : 45 = 32 x 5 et 150 = 2 x 3 x 52,

On prend chaque facteur premier avec son plus grand exposant :
PPO’M(45;15O):2><32 X 52 =2 x 9 x 25 = 450.

() Remarque

Le PPCM permet de résoudre les problemes de conjonction de phénomeénes
(des événements réguliers qui finissent par coincider : passages de bus,
signaux lumineux, etc.).

Voir la fiche méthode : Résoudre un probleme de conjonction de
phénomenes
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Les questions essentielles

1. Comment décomposer un nombre en produit de facteurs premiers
?

On divise successivement le nombre par les nombres premiers (2,

3, 5,7 1...) en commencant par le plus petit. On présente les

calculs en deux colonnes et on s'arréte lorsque le quotient vaut 1.

Voir la fiche méthode : Décomposer un entier en produit de

facteurs premiers

2. Comment calculer le PGCD de deux nombres ?
On décompose les deux nombres en produit de facteurs premiers,

puis on identifie les facteurs communs aux deux décompositions

en prenant, pour chaque facteur commun, le plus petit exposant.

Voir la fiche méthode : Calculer le PGCD par décomposition en

facteurs premiers

3.Comment simplifier une fraction pour la rendre irréductible ?

On calcule le PGCD du numeérateur et du dénominateur, puis on

divise les deux par ce PGCD. Si PGC' D(a;b) = d, alors
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G Gt t irréductibl
— = estirreductple.
b b—+—d

Voir la fiche méthode : Simplifier une fraction pour la rendre

irréductible

4. Comment vérifier qu'un nombre est premier ?

On essaie de diviser le nombre n par tous les nombres premiers

inférieurs ou égaux a 4/n. Si aucun ne le divise, alors n est premier.

Voir la fiche méthode : Vérifier si un nombre est premier

5.Comment résoudre un probléme de conjonction de phénoménes ?

Lorsque deux phénomenes périodiques se produisent
simultanément a un instant donne, on cherche a quel moment ils
coincideront a nouveau. Cela revient a trouver le plus petit multiple

commun aux deux périodes.

Voir la fiche méthode : Résoudre un probleme de conjonction de

phénomenes

6. Comment résoudre un probléme de partage en lots identiques ?

Lorsqu'on veut répartir plusieurs quantités en groupes identiques,

le PGCD indique combien de lots on peut former au maximum.
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Voir la fiche méthode : Résoudre un probleme de partage

Y, Télécharger en PDF
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