LIMITES D'UNE FONCTION 0 COuRs

Limites d'une fonction

DUREE ESTIMEE

30 minutes
e N\
” \ OBJECTIFS DU CHAPITRE J
Calculer une limite a I'aide du nombre dérivé Lever une forme indéterminée
Limites du type « k/0 » Déterminer les asymptotes d'une courbe
Calculer la limite d'une fonction composée Utiliser les théorémes de comparaison

Utiliser les croissances comparées
4 L] L] (]
1. Définitions

[J Définition
Limite infinie quand x tend vers l'infini.
Soit f une fonction définie sur un intervalle [a; +o00].

On dit que f (ac) tend vers +00 quand & tend vers +00 lorsque pour x suffisamment grand, f (zt:)

est aussi grand que I'on veut. On écritalors que lim f(z) = +o0.
T—+00
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lim f(z) =400

T—+00

@ Remarque

On définit de facon similaire les limites :

[ Dpéfinition
Limite finie quand z tend vers l'infini.
Soit f une fonction définie sur un intervalle [a; +00|.

On ditque f (z) tend vers [ quand z tend vers +oo lorsque pour x suffisamment grand, f (z) est

aussi proche de [ que I'on veut. On écritalors que lim f(z) =1
T—+00
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lim f(xz)=0

T—+00

@ Remarque

On définit de facon similaire la limite lim f (z) = L.
T——00

] Définition

Si lim f(xz)=1Ilou lim f(x) =1, onditque la droite d'équation y = [ est asymptote

Tr— —00 r——+00

horizontale a la courbe représentative de la fonction f.

Q Exemple

Sur la courbe ci-dessus, la droite d'équation y = 0 est asymptote horizontale a la courbe

représentative de f.
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J péfinition
Limite infinie quand x tend vers un réel.
Soit f une fonction définie sur un intervalle ]a; b[ (avec a < b).

On ditque f (z) tend vers +oo quand  tend vers a par valeurs supérieures lorsque f (x) est
aussi grand que I'on veut quand = se rapproche de a en restant supérieur a a. On écrit alors

lim f(z) = 4oo0ou lim f(z) = +o0.
z—at ::Uc?g

De méme, on dit que f (a:) tend vers +o0o quand x tend vers b par valeurs inférieures lorsque
f (:13) est aussi grand que I'on veut quand x se rapproche de b en restant inférieur a b. On écrit
alors lim f (z) = 400 ou lim f (z) = 4o0.
z—b~ z—b
x<b
Enfin, si ¢ € ]a; b[, on dit que f (z) tend vers +00 quand  tend vers ¢ si f (z) tend vers 00
quand x tend vers c par valeurs supérieures et par valeurs inférieures. On écrit alors

lim f (z) = +oo.

T—C

@ Remarque

On définit de facon symétrique lim f(z) = —oo, lim f(z) = —coetlim f (z) = —coen
T—a T—a’ T—a

remplagant « f(x) est aussi grand que I'on veut » par « f(x) est aussi petit que I'on veut » dans la

définition.

g Définition

Si lim f(z) = +ooou lim f(z) = +oo oulim f (z) = fo0, on dit que la droite d'équation
T—c™ T—ct r—c

x = c est asymptote verticale a la courbe représentative de la fonction f.
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Q Exemple

Sur les trois courbes de la figure ci-dessous, la droite d'équation z = 0 est asymptote verticale a

la courbe représentative de f.

Q

Q
A
N

@)
p

lim f(xz)=+oc0 lim f(x)=+oc0 lim f () = 400

x—0" z—0t+ x—0
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J péfinition
Limite finie quand x tend vers un réel.

Soit f une fonction définie sur un intervalle ]a; b[ (avec a < b).

On dit que f (:I:) tend vers | quand  tend vers a par valeurs supérieures lorsque f (a:) se
rapproche de [ quand x se rapproche de a en restant supérieur a a.
Onécritalors lim f(x) =lou lim f(z)=1
z—at T —a
r>a
De méme, on ditque f (x) tend vers ! quand  tend vers b par valeurs inférieures lorsque f (z) se
rapproche de [ quand x se rapproche de b en restant inférieur a b.
On écritalors lim f(xz) =lou lim f(z)=1.
T—b~ r—b
x<b
Enfin, sic € ]a; b[, onditque f (x) tend vers ! quand z tend vers csi f (x) tend vers [ quand z

tend vers c par valeurs supérieures et par valeurs inférieures.

On écritalors lim f (z) = L.
T—C
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2. Limites usuelles

O Propriété

Pour tout entiern > 1 :

400 si n est pair

. n ) —00slnest impair
e lim z" =
T——00

e lim z" =40
T—+00

e lim — =400
z—0t

e lim vz =400

T—+00

e lim e* =+
Tr—+00

T
T——00
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3. Opérations sur les limites

O Propriété
Limite d'une somme.

a désigne un réel ou 400 ou —o0.

lim f (z) | limg(z) | lim f(z)+g(z)
z—a z—a z—a
) U [+
) +00 +00
) —00 —00
+00 +00 +00
—00 —00 —00
Yoo oo F.l.

F'.I. signifie forme indéterminée.

@ Remarque

« Forme indéterminée » ne signifie pas que la limite n'existe pas mais que les formules d'opérations
sur les limites ne permettent pas de trouver directement la limite. Pour la calculer, il faut alors « fever
l'indétermination » par exemple en simplifiant une fraction (cf. fiches méthodes).
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O Propriété

Limite d'un produit.

a désigne un réel ou 400 ou —o0.

lim f(z) | limg(z) | lim f(z) x g (z)
z—a z—a z—a
l U I x 1
[#£0 +o0 (signe) oo
+oo +00 (signe) oo
0 +oo Fl

F'.I. signifie forme indéterminée.
400 signifie que la formule s'applique pour +oo et pour —oo.

(signe) oo signifie que I'on utilise la régle des signes usuelle :

+X+=+
+X—=-
— X = = _F

pour déterminer si la limite vaut +00 ou —o0.

9/16



O Propriété
Limite d'un quotient.

a désigne un réel ou 400 ou —o0.

lim f (z) | limg(x) 1 f ()
T—a T—a 1
z—a g ()
l ' #0 l
p
1#£0 0 (signe) oo
0 0 F.l
l +o00 0
+00 l (signe) co
+00 400 F.l

O Propriété
Limite d'une fonction composée.

a, b et c désignent des réels ou +00 ou —oo.

Silim f (z) = betlimg(x) = calors:
r—a x—b

limg (f(z)) =c.

T—a

@ Remarque

On pose souvent X = f (m) («changement de variable ») et on écrit alors :
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limX =lim f (z) =b

T—a T—a

limg(f(z)) =limg(X)=c

T—a X—b

Q Exemple

On cherche a calculer :

lim 1 + 2.

T—r—00
Onpose X =1+ 22, Alors:

lim X = lim (1+2?) = +o0

T—+—00 T——00

et

lim vV1+2z2= lim VX = +oo.

T——00 X—+4o00

4. Théorémes de comparaison

Q Théoréme

e Sif(x) > g(x) surunintervalle de la forme [a; +oo] et si hI}_l g (x) = +ooalors:
T——+00

e Sif(x) < g(x)surunintervalle de la forme [a; +oo] et si lixf g(z) = —ooalors:
T—+00

lim f(z) = —o0.

r—+00
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9 Théoréme
Théoréme des « gendarmes ».

Sig(xz) < f(x) < h(z) surunintervalle de la forme [a; +oo[ etsi lim g(x) = lim h(z) =1

T—+00 T—+00

alors :

lim f(z) =1L

T—+00

Ch

Théoréme des gendarmes

@ Remarque

On a des théorémes similaires lorsque £ — —o0.
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5. Croissances comparées

Q Théoréme
Croissances comparées de I'exponentielle.

Pour tout entier naturel n :

@ Remarque

En +o00, I'exponentielle « I'emporte » sur toute puissance de x : on dit que I'exponentielle croit plus

vite que tout polynéme.

En —o0, e” tend vers 0 plus vite que toute puissance de x ne tend vers I'infini.

Q Exemple
Calculer lim z%e 2.
Tr—+00
Onpose X = —x.Llorsque x — +00, X — —oo et:

x2e—CL‘ — X2€X
Par croissance comparée : lim XZeX = 0.
X——00

Donc lim z%e* = 0.
r——+00
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K Les questions essentielles J

1. Comment lever une fForme indéterminée ?

Selon le type d'indétermination, on utilise la factorisation par le terme de plus haut
00

degré (pour « 00 — 00 » ou « — »), la multiplication par I'expression conjuguée (pour
00

. 0
les racines), ou le nombre dérivé (pour « 6 »).

Voir la fiche méthode : Lever une forme indéterminée

2. Comment calculer une limite du type « k/0 » ?

On distingue les limites a gauche et a droite en étudiant le sighe du dénominateur au

voisinage de la valeur interdite. La limite vaut +00 ou —oo selon ce signe.

Voir la fiche méthode : Limites du type « k/0 »

3.Comment déterminer les asymptotes d'une courbe ?

On calcule les limites en 00 pour les asymptotes horizontales (y = [), et les limites aux

valeurs interdites pour les asymptotes verticales (r = a).

Voir la fiche méthode : Déterminer les asymptotes d'une courbe
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4. Comment calculer la limite d'une Fonction composée ?

On pose X = f(z), on calcule la limite de X, puis on applique la fonction extérieure g

a cette limite. C'est le théoréme de composition des limites.

Voir la fiche méthode : Calculer la limite d'une fonction composée

5. Comment utiliser le théoréme des gendarmes ?

On encadre f(x) entre deux fonctions qui tendent vers la méme limite [. L'encadrement

provient souvent d'inégalités classiques (—1 < sinz <1, —1 < cosz < 1).

Voir la fiche méthode : Utiliser les théorémes de comparaison

6. Quand utiliser les croissances comparées ?
Lorsqu'on rencontre une forme indéterminée mélant exponentielle et polynéme.

L'exponentielle « I'emporte » toujours : e croit plus vite que tout x™ en 400, et

z"e® — 0 en —oo.

Voir la fiche méthode : Utiliser les croissances comparées

7. Comment utiliser le nombre dérivé pour calculer une limite ?

f(z) — f(a)

r —a

0
Quand on reconnait la forme (indétermination 6)' la limite vaut f'(a). I

suffit de calculer la dérivée et de remplacer « par a.
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Voir la fiche méthode : Calculer une limite a I'aide du nombre dérivé
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