Introduction aux matrices

DUREE ESTIMEE

30 minutes

1. Définitions

] DéFinition

Une matrice de dimension (ou d'ordre ou de taille) n X p est un tableau de
nombres réels (appelés coefficients ou termes) comportant n lignes et p

colonnes.

Si on designe par a;; le coefficient situé a la i-iéme ligne et la j-ieme

colonne la matrice s'écrira :

a;; Qa2 ... Qyp
as1 Qa9 ce. Q2p

Anp1  Ap2 ce. Qpp
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1 2

Lamatrlc:eA:(4 56

) est une matrice de dimension 2 X 3.

On notera, en abrégé, A = (aij) la matrice dont le coefficient situé ala 1

-eme ligne et la j-ieme colonne est a;;.

] Définition

e Une matrice carrée est une matrice dont le nombre de lignes est égal au
nombre de colonnes.

e Une matrice ligne est une matrice dont le nombre de lignes est égal a 1.

e Une matrice colonne est une matrice dont le nombre de colonnes est

égalal.

1 2
1 2

ou on peut dire, plus simplement, de dimension 2).

e La matrice A = ( > est une matrice carrée (de dimension 2 x 2 -

e Lamatrice B = (1 2 0,5) est une matrice ligne (de dimension 1 x 3

).
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e La matrice C = est une matrice colonne (de dimension 4 x 1).

_ o N =

Pour une matrice carrée, on appelle diagonale principale, la diagonale qui
relie le coin situé en haut a gauche au coin situé en bas a droite. Sur
I'exemple ci-dessous, les coefficients de la diagonale principale sont
marques en rouge :

IS SUR NI
U = W N
Sy O i W
N O Ot i~
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& Définition
e La matrice nulle de dimension 1 X p est la matrice de dimensionnn X p

dont tous les coefficients sont nuls.

e Une matrice diagonale est une matrice carrée dont tout les coefficients
situés en dehors de la diagonale principale sont nuls.

e La matrice unité de dimension n est la matrice carrée de dimension n qui

contient des 1 sur la diagonale principale et des 0 ailleurs :

1 0 0
0 1 0
A= .

0 O 1

1 0 0 O

. 0 2 0 O . . ,
e Lamatrice A = 00 0 0 est une matrice diagonale d'ordre 4.
0 0 0 1

1 0
e La matrice unité d'ordre 2 est I, = <O 1).
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2. Opérations sur les matrices

& Définition (Somme de matrices)

Soient A et B deux matrices de méme dimension.

La somme A + B des matrices A et B s'obtient en ajoutant les coefficients

de A aux coefficients de B situés a la méme position.

. (2 =21 (-1 1 1
SmentA—(_1 1 0>etB—(_2 5 0).

Alors :

(2-1 —241 141\ (1 -1 2
A+B—(—1—z 1+2 0+0)_(—3 3 0)'

e On ne peut additionner deux matrices que si elles ont les méme
dimensions, c'est a dire le méme nombre de lignes et le méme nombre
de colonnes.

e On définit de maniere analogue la différence de deux matrices.
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& Définition (Produit d'une matrice par un nombre réel)

Soient A une matrice et k£ un nombre réel.

Le produit kA est la matrice obtenue en multipliant chacun des coefficients

de A par k.

.. (1 1 0 _
S|A—(2 0 0) alors :

op_ (2x1 2x1 2x0)_ (2 2 0
: “\2x2 2x0 2x0) \4 0 o)

-1 -1 0
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O Propriété

Soient A, B et C trois matrices de mémes dimensions et k et k' deux réels.

A + B = B + A (commutativité de I'addition) ;

(A+ B) +C = A+ (B + O) (associativité de I'addition) ;

k(A+ B)=kA+EkB;

(k+k)A=KkA+KA;

k(K A) = (kK A.

&l Définition (Produit d'une matrice ligne par une matrice colonne)

by
by
Soient A= (a1 a2 -+ ay)unematricelignel x netB = | . | une
bn
matrice colonne n X 1. Le produit de A par B est le nombre réel :
by
by
AxB:(al az --- an)x . = ai1b; + asby + - -+ + a,b,.

bn
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e Les deux matrices A et B doivent avoir le méme nombre n de

coefficients.

e Pour cette formule, la matrice ligne doit étre impérativement en premier !

SiA=(1 2 3 4)etB=

o J O Ot

AXB=1x5+2x6+3x7+4x8=5+12+21+32="70.

& Définition (Produit de deux matrices)

Soient A = (a;;) une matrice n X p et B = (b;;) une matrice p X gq. Le
produit de A par B est la matrice C' = (cij) an lignes et g colonnes dont le
coefficient situé a la z-iéme ligne et la 7-ieme colonne est obtenu en

multipliant la z-iéme ligne de A par la j-iéme colonne de B.
C'estadire que pourtoutl <z < mettoutl <7 <q:

cij = a;1b1; + aipboj + - -+ + aipbp;
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Faites bien attention aux dimensions des matrices : Le nombre de colonnes
de la premiere matrice doit étre égal au nombre de lignes de la seconde pour
que le calcul soit possible.

Par exemple, le produit d'une matrice 2 x 3 par une matrice 3 x 4 est

possible et donnera une matrice 2 x 4.

Par contre, le produit d'une matrice 2 x 3 par une matrice 2 X 3 n'est pas

possible.

Calculons le produit C' = A x B avec:

2 4 -1 0 2
a=(3 o)er=(5 0 0)

Ce calcul est possible car le nombre de colonnes de A est égal au nombre
de lignes de B. Le résultat C' sera une matrice 2 x 3 (2 x 2 par 2 x 3 donne

2 x 3).

C C C
Notons C = ( 1 =12 13).

C21 C22 C23

Pour calculer ¢;; on multiplie la premiére ligne de A et la premiére colonne

de B :

2 4\ (-1 0 2
0_(1 o)x(z 1 0)'
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onadoncc;; =2 X% (—1)+4 x (-2)=-2—-8=-10.

O — 2 4 y -1 0 2y (-10 .-+ .-
~\1 0 -2 1 0/) ... .. )
Pour calculer ¢i5 on multiplie la premiére ligne de A et la seconde colonne

de B :

2 4\ (-1 0 2
C(l 0>X<2 1 0)'

onadonccio =2x04+4x1=0+4=4.

C - 2 4 » -1 0 2 B -10 4 ...
—\1 0 —2 1 0/) ... oo )
Et ainsi de suite...

Au final on trouve :
oo (2 4 1 0 2\ [(-10 4 4
“\1 0/ \=2 1 0/7\ 21 0 2/

Dans ce qui suit, on s'intéressera principalement a des matrices carrées.
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O Propriété

Soit A, B et C, trois matrices carrées de méme dimension.

« AXx(B+C)=AxB+ A xC (distributivité a gauche)
e (A+B)xC =AxC+ B x C (distributivité a droite)

« AX(BxC)=(Ax B) x C (associativité de la multiplication)

Par contre en général: A x B # B x A : la multiplication n'est pas

commutative.

tandis que :

0 0
BxA(O 2)

Par conséquent A X B # B x A.
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& DéfFinition (Puissance d'une matrice)

Soit A une matrice carrée et n un entier naturel.

On note A" la matrice :

7

A”:{lex--oxA

n facteurs

() Remarque

Par convention, on considéerera que AP est la matrice unité de méme taille

que A.

& Définition (Matrice inversible)

Une matrice carrée A de dimension n est inversible si et seulement si il

existe une

matrice B telle que
AxB=BxA=1,
ou I,, est la matrice unité de dimension n.

La matrice B est appelée matrice inverse de A et notée A1,
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3. Résolution de systemes d'équations

Soit le systéeme :

ar +by =s
(5){ B
cr+dy =t

d'inconnues x et y.

b
Sil'on pose A = (Z’ d)’ X = (:c) et B = ('z), le systéme (.S) peut s'écrire
A x X = B. Le théoréme ci-dessous permet alors de résoudre ce systéme.

Q Théoréme

Soit A une matrice carrée.

Si A estinversible, le systéeme A x X = B admet une solution unique

donnée par :

X=A1xB

On cherche a résoudre le systéme :

(S){3x+4y:1

Sx + Ty =2
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3 4 x 1
Pour cela on pose : A = (5 7),X = (y) et B = (2>

L'écriture matricielle est alors A x X = B.

A la calculatrice, on trouve que A est inversible d'inverse
A= (T4
-5 3

La solution du systéme est donné par :

(5 9<0)-(2)

C'estadirer = —lety = 1.
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Les questions essentielles

1. Comment additionner deux matrices ou multiplier une matrice par
un nombre ?

On vérifie d'abord que les matrices ont les mémes dimensions,

puis on opére coefficient par coefficient. Pour kA, on multiplie

chaque coefficient par k.

Voir la fiche méthode : Calculer la somme de matrices et le produit

par un réel »

2. Comment calculer le produit de deux matrices ?

Le produit A X B n'existe que sile nombre de colonnes de A
égale le nombre de lignes de B. Chaque coefficient s'obtient en

multipliant une ligne de A par une colonne de B.

Voir la fiche méthode : Calculer le produit de deux matrices ~»

3.Comment calculer une puissance A" ?

Pour n petit, on calcule directement A%, A3... Pour un n

quelconque, on conjecture une formule en observant les premieres
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puissances et on la démontre par récurrence.

Voir la fiche méthode : Calculer une puissance de matrice

4. Comment savoir si une matrice 2 x 2 est inversible et calculer son

inverse ?
On calcule le déterminant A = ad — be. Si A # 0, la matrice est
1 /d -b
inversibleet A~ = — ( >
A\—c a

Voir la fiche méthode : Déterminer I'inverse d'une matrice carrée
d'ordre 2 7

5.Comment résoudre un systéme linéaire a l'aide des matrices ?

On écrit le systéme sous la forme A x X = B, on vérifie que A

est inversible, puis on calcule X = A~! x B.

Voir la fiche méthode : Résoudre un systéme linéaire a l'aide de

I'écriture matricielle 7
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