SUITES ARITHMETIQUES ET GEOMETRIQUES 0 COURs

Suites arithmétiques et géometriques

DUREE ESTIMEE

25 minutes

OBJECTIFS DU CHAPITRE

Montrer gu'une suite est arithmétique Montrer qu'une suite est géométrique
Calculer un terme d'une suite arithmétique Calculer un terme d'une suite géométrique
Calculer la somme des termes d'une suite arithmétique

Calculer la somme des termes d'une suite géométrique
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1. Suites arithmétiques

O DéFinition

On dit qu'une suite (u,,) est une suite arithmétique s'il existe un nombre 7

tel que, pour toutn € N :
Upt+l = Up + T

Le réel r s'appelle la raison de la suite arithmétique.

() Remarque

Pour démontrer qu'une suite (un) est arithmétique, on pourra calculer la

différence u,+1 — Up.

Si on constate que la différence est une constante r, on pourra affirmer que

la suite est arithmétique de raison 7.

Q Exemple

Soit la suite (u,,) définie par u,, = 3n + 5.
Upt1 —Up =3(n+1)+5—-(3n+5)=3n+3+5—-3n—-5=3

La suite (uy,,) est une suite arithmétique de raison r = 3

2/17


https://mc-minipc.duckdns.org/methode/calculer-terme-suite-arithmetique/

O Propriété

Si la suite (uy,) est arithmétique de raison r alors pour tous entiers naturels

netk:
Up =ur+ (n—Fk) xr
En particulier :

Up = U+ N XT

() Démonstration

On écrit successivement les relations ux+1 = ur + r en partant de uy :
Uy = Uy + T
us =u1 +r =uy+ 2r

U3 =Uug +1r = ug + 3r

Uy = Up—1+T=Ug+TNXT
A chaque étape on ajoute r, et il y a n étapes pour passer de ug a Uy,

La formule générale u,, = ug + (n — k) x r s'obtient de la méme fagon en

partant de uy, au lieu de ug (on effectue alors n — k étapes).
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Q Exemple

Soit (un) la suite arithmétique de raison 2 et de premier terme ug = 5.

U0 = 5 + 2 x 100 = 205

O Propriété

Réciproquement, si a et b sont deux nombres réels et si la suite (u,,) est
définie par u,, = a X n + b alors cette suite est une suite arithmétique de

raison r = a et de premier terme ug = b.

(O Démonstration
Upt1 —Up=a(n+1)+b—(an+b) =an+a+b—an—-b=a
et

up=ax0+b=>

O Propriété

La représentation graphique d'une suite arithmétique est formée de points
alignés.
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(O Remarque

Cela se déduit immédiatement du fait que, pour tout n € N,
u, = Ugp + n X r donc les points représentant la suite sont sur la droite

d'équation y = rx + uyg

Q Exemple
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Suite arithmétique de premier terme ug = 1 et de raisonr =
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Q Théoréme
Soit (uy) une suite arithmétique de raison r :
o sir > 0alors (u,) est strictement croissante

e sir = 0alors (uy) est constante

e sir < 0alors (uy) est strictement décroissante.

() Démonstration

Ce résultat decoule immédiatement de up 11 — Uy =7

) Théoréme (Somme des premiers entiers)

Pour tout entiern € N :

() Démonstration

Une démonstration astucieuse consiste a réécrire la somme en inversant
I'ordre des termes :

S=04+14+2+...4+n (1)
S=n+n—-14+n—-2+...4+0 (2)
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Puis on additionne les lignes (1) et (2) termes a termes. Dans le membre de

gauche on trouve que tous les termes sontégauxan (0 +n =n;

l1+n—1=n;2+n—2=mn,etc.). Comme entoutilyan + 1 termes on

trouve :

S+S=n+n+n+..+n

2S=n(n+1)
~n(n+1)

="

Q Exemple

Soit a calculer la somme S1go =1+ 2 + ... + 100

100 x 101
Sl()() = T = 50 x 101 = 5050
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O Propriété (Somme des termes d'une suite arithmétique)

La somme des termes consécutifs d'une suite arithmétique est égale au
nombre de termes multiplié par la moyenne du premier et du dernier terme :

premier terme + dernier terme
2

S = (nombre de termes) X
En particulier, pour une suite arithmétique (un) la somme des termes de u
au, vaut:

() _F Un
2

ug +uy + ... +u, = (n+1) x
Q Exemple

Soit (u,,) la suite arithmétique de premier terme ug = 4 et de raison r = 3.

On veut calculer S = ug + ug1 + ... + u9p.

lly a 21 termes (de ug a ugg) et ugg = 4 + 20 x 3 = 64.

4+ 64
S:21xwzz1x 26

=21 x34="T14
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2. Suites géométriques

J DéFinition

On dit qu'une suite (u,,) est une suite géométrique s'il existe un nombre

réel q tel que, pour toutn € N :

Up+1 = G X Up

Le réel g s'appelle la raison de la suite géométrique (u,,).

() Remarque

Pour démontrer qu'une suite (u,,) dont les termes sont non nuls est une

Un+1

suite géométrique, on pourra calculer le rapport
n

Si ce rapport est une constante g, on pourra affirmer que la suite est une

suite geomeétrique de raison q.

Q Exemple

. . e 3
Soit la suite (uy,),, . définie par u,, = o

Les termes de la suite sont tous strictement positifs et

Un+1 3 . 3

u,  2ntl T oon
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3 2" 2"

:2n+1 X ?:2n+1
|
S 2x2m 2

La suite (u,,) est une suite géométrique de raison 2

O Propriété

Si la suite (u,,) est géométrique de raison g, pour tous entiers naturels n et

k-
Up = UL X q”_k
En particulier :

unZUOan

() Démonstration

On écrit successivement les relations ui1 = g X ug en partant de u :
U =g X Ug

_ 2
U2 = ¢ XU =g~ X Ug

Uy =q X uy = ¢° X u

10717



Up = ¢ X Up—1 = ¢" X Ug
A chaque étape on multiplie par g, et il y a n étapes pour passer de ug a U,,.

La formule générale u,, = up X q”_k s'obtient de la méme facon en partant

de uy au lieu de ug (on effectue alors n — k étapes).

O Propriété

Réciproquement, soient a et b deux nombres réels. La suite (u,,) définie par

u, = a X b" est une suite géométrique de raison g = b et de premier terme

Uy = a.

() Démonstration

Upi1 =a X bl =a x b xb=wu, xb
et

up=axb=axl=a

Donc (u,) est bien une suite géométrique de raison b et de premier terme a.
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QQ Théoréme

Soit (u,) suite géométrique de raison ¢ > 0 et de premier terme strictement

positif :
e Siqg>1, lasuite (u,) est strictement croissante

e SiO<q<1, lasuite (u,) est strictement décroissante

e Siq=1, la suite (u,) constante

() Remarque

e Sile premier terme est strictement négatif, le sens de variation est
inversé.

o Silaraison est strictement négative, la suite n'est ni croissante ni
décroissante.

Q) Théoréme

Pour tout entiern € N et tout réel ¢ # 1
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(O Remarque

Cette formule n'est pas valable pour ¢ = 1. Mais dans ce cas tous les

termes de la somme valent 1 ; la somme est donc égale au nombre de

termes n + 1.

() Démonstration

On multiplie chaque membre par g. Cela incrémente chacun des exposants

degq:

S=1+q+q¢*+..+q" (1)
¢S=q+q¢"+¢’ +..+¢""" (2)

On soustrait termes a termes les égalités (1) et (2) ; tous les termes se
simplifient sauf le premier et le dernier :

S—gS=1-q+q-¢+¢@ ¢ +..+¢"—¢""

(1-¢g)S=1—g""!

1 — n+1

P
1—gq

Q Exemple

Soit 4 calculer lasomme S =1 +2+4+ 8 + 16... + 210
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S_l—TW1_1—2M8
S 1-2  1-2

::;:zgﬁz — 2047

() Lien avec la fonction exponentielle

Une suite géométrique de premier terme ug et de raison g > 0 peut s'écrire

Up = Ug X @" = ug X enlng

Sil'on pose a = Ingq, on a alors u,, = ug X €*™ : la suite géométrique
apparait comme la version discrete (aux valeurs entieres de n) de la fonction

exponentielle x —— ugy X e*”.

C'est pour cette raison qu'une évolution a taux constant (croissance ou
décroissance exponentielle) se modélise par une suite géomeétrique.

14717



Les questions essentielles

1. Comment montrer qu'une suite est arithmétique ?

On calcule la différence uy,1+1 — uy, : Sile résultat est une

constante, la suite est arithmétique et cette constante est sa

raison.

Voir la fiche méthode : Montrer qu'une suite est arithmétique

2. Comment montrer qu'une suite est géométrique ?

Un+1 .
:sSile

Quand les termes sont non nuls, on calcule le quotient
Un

résultat est une constante, la suite est géomeétrique de raison ce

quotient.

Voir la fiche méthode : Montrer qu'une suite est géométrique

3.Comment calculer un terme d'une suite arithmétique ?

On utilise la formule u,, = ug +n X r (ou u, = uy + (n — k) x r)

ou r est la raison de la suite.

Voir la fiche méthode : Calculer un terme d'une suite arithmétique
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4. Comment calculer un terme d'une suite géométrique ?

On utilise la formule u, = ug X ¢" (ouU u, = ux x ¢" %) ol g est la

raison de la suite.

Voir la fiche méthode : Calculer un terme d'une suite géométrique

5.Comment calculer la somme des termes d'une suite arithmétique
?

On applique la formule : somme = nombre de termes X (premier

terme + dernier terme) =2.

Voir la fiche méthode : Calculer la somme des termes d'une suite

arithmétique

6. Comment calculer la somme des termes d'une suite géométrique ?

1
Pourq # 1,onutilise1 +q+¢*> +--- +¢* = —>— eton

factorise par le premier terme si nécessaire.

Voir la fiche méthode : Calculer la somme des termes d'une suite

géomeétrique

Y, Télécharger en PDF

16/17


https://mc-minipc.duckdns.org/assets/pdfs/cours/premiere/suites-geometriques.pdf
https://mc-minipc.duckdns.org/methode/calculer-terme-suite-geometrique
https://mc-minipc.duckdns.org/methode/calculer-somme-suite-arithmetique
https://mc-minipc.duckdns.org/methode/calculer-somme-suite-arithmetique
https://mc-minipc.duckdns.org/methode/calculer-somme-suite-geometrique
https://mc-minipc.duckdns.org/methode/calculer-somme-suite-geometrique

17717



